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Modellering af
cancervakst

| videoen "Matematisk modellering af blodcancer” og artiklen med samme navn blev du pree-
senteret for, hvordan matematikerne pd Roskilde Universitet arbejder for at forbedre behand-
lingsmulighederne for patienter med blodcancer. | dette opgavesset kommer du selv til at preve
kraefter med matematisk modellering. Opgaverne er fordelt i forskellige kategorier, som stort

sef kan bearbejdes uathaengigt af hinanden.

Simpel eksponentiel vaekst

En bestemt type cancercelle deler sig i to nye cancerceller ca. 5 gange per uge svarende til ca.
0,7 gange per dag. Normalf feelles antallet af cancerceller y i millioner, og man antager derfor,

at antallet kan beskrives som en kontinuert og differentiabel funkfion af fiden.

1) Opskriv et udtryk for antallet af cancerceller som funktion af tiden, hvis celletallet
fordobles hver tredje time, og der er 2 millioner cancerceller ved start. Hvordan vil
funktionsudtrykket blive, hvis cancercellerne i stedetf fordobles hver 5.time? Tegn
graferne for de to funktionsudtryk, og aflaes fordoblingstiderne grafisk.

2) Hvad vil antallet af cancerceller vaere til dag t = 8, hvis der er A=0,01 million cancer-
celler ved start (t = 0), og cellerne deler sign = 0,7 gange per dag?

3) Find et udtryk for den funktion aftiden, som beskriver antallet af cancerceller y(t) ud
fra spergsmal (1)? Tegn grafen for funkfionen, og beskriv med ord hvilken fype ma-
tematisk funktionsudtryk du far for y(t). Forklar, hvordan y(t) kan skrives som en
eksponentialfunktion pd formen y(t) = A - exp(k - t),09 angiv k udtrykt ved n.

4) Differentier den fundne eksponentialfunktion y(t) til et givent tidspunki t, og vis at

dz(:) = ky(¢t) til ethvert tidspunkt t. Forklar med ord, hvad denne differentialkvotient

siger om cancerens vaekst til et fidspunkt ¢t.

5) Hvad sker der for store tider, dvs. t — «?

6) Beregn forholdet mellem antallet af cancerceller og normale celler som funkfion af
fiden, hvis cancer celletallet vokser eksponentielt, og de deler sig fre gange i deg-
net, mens den filsvarende normale celletype, der ligeledes vokser eksponentielt,
kun deler sig en gang i degnet. Beskriv med ord, hvilket matematisk udtryk du fér,
og kommenter resultatets betydning, hvis modellen beskriver cancer i en patient.

7) Betragfeksemplet med tyktarmkraeft fra arfiklen (eksempel 2). Plot cellefallene som
funktion af tiden for hver af de fire forsegsraekker beskrevet i tabel 1, og find fordob-
lingstiderne for hver forsegsraekke, dvs. den tid der gdr for at celletallet fordobles
for hver forsegsraekke. Tegn de beregnede kurver for celletallet ind pd samme figur.
Beregn derefter det gennemsnitlige celletal til hvert fidspunkf, og plot det bereg-
nede gennemsnitlige celletal som funktion af tiden sammen med de originale data-

punkter. Benyt det gennemsnitlige celletal fil at estimere fordoblingstiden.
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Hammet vaekst

Ndr der bliver rigtig mange cancerceller i et begreenset omrdade, s& begynder de, som beskre-

vet i artiklen, at h&amme deres egen vaekst. Cancercellerne deler sig sjaeldnere, nér de er

mange pd et givent omrdde. Ofte antages vaekstratenk at afheenge af antallet y af cancercel-

ler, sdledes at vaekstraten k aftager med maengden af cancerceller og gar mod nul i greensen.

Ndr antallet af cancerceller g&r mod en vis vaerdi L, kaldes det baereevnen. Vi vil i det felgende

antageatk =r (1 - %) For den type cancerceller, der betragtes, er baereevne L = 2,7 millio-

ner celler,r = 0,7 per dag og antallet af cancerceller ved start A = 0.01 millioner. Lidt forvir-

rende sd kaldes r ogsé for en vaekstrare. | stedet for at opstille en model for antallet af cancer-

celler, md man ofte opstille en model for cancerens vaeksthastighedv(t) = %. Sammenhaen-

gen mellem vaekstraten k og veeksthastigheden v er, at v(t) = ky(t). Med udtrykket fra

spergsmdl 8) herunder bliver veeksthastigheden v(t) = ry (1 - %) millioner celler per dag.

8) Forsmd veerdier af y sammenlignet med L (vi skrivery « L), vil filnsermelsen 1 —

% ~ 1 veere god. Vis, af nar denne filnaermelse er god, sé er vaekstraten for den
haemmet vaekst tilnsermelsesvis lig med veeksthastigheden for den uheemmede
vaekst i spergsmdl (4). Fortolk, hvad dette resultat betyder for den heammede

vaekst, fory « L.

Lad os betragte vaeksthastigheden som funktion af y, dvs. f(y) = ry (1 - %) Her betragtesy

altsd som den uafhaengige variabel, og da den beskriver et antal, s ery > 0.

9) Tegngrafenfor f(y) = %, hvor% =1y (1 - %) og forklar, hvorfor udtrykket

10)

11)

12)

k=r (1 - %) giver en mulig beskrivelse af heemmet vaekst.

Se pé& fortegnet for f(y) i intervallerne Jo;L[ og ]L;2L[, og bestem p& den baggrund
funktionens monotoniforhold i intervallet [0;2L]. Beskriv med ord, hvorndr funktio-
nen er voksende, aftagende, og har evt. maksimum eller minimum. Du kan evt.
saette talveerdier ind for veekstrate og baereevne i forste omgang.

Beskriv med ord, hvordan grafen for y(t) ser ud for henholdsvis y(0) €]0, L[, 1L, 2L],
altsé de tilfeelde hvor startvaerdien er mindre end baereevnen, hhv. sterre end bae-
reevnen, og y(0) = 0 samt y(0) = L. Hint. Benyt evt. spergsmal 10).

Lav en skitse af mulige grafer for y(t) for y € [0, 2L] for forskellige valg af 4 = y(0)
ved hjeelp af den viden, du har fra spergsmdl (9-11). Hint. Her ligger y i intervallet
[0,2L] p& andenaksen, mens t ligger pd fersteaksen. | spergsmal (7) 1a y pé for-

steaksen, mens f(y(t)) = v(¢) var pd andenaksen.

Graferne, du har skitsereti (11), kalder man grafer for logistisk vaekst med vaekstrate r og bae-

rekapacitet L.
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Logistisk vaekst (analytisk)

13) Tegn grafen for funktionen
LC,
Co + (L — Cy)exp(—rt)
medr = 0,7, L = 2,7 og antallet af cancerceller ved start fil C, = 0.01 million.

c) =

14) Sammenlign grafen fra spergsmal (13) grafisk med data fra Excel-arket Sigmo-
idCurveData.xlsx. Vurder, om C(t) beskriver data rimeligt?
15) Vis, af der for udtrykket i spergsmdl 13) geelder:

dc(t) Co-L-1m-(L—Cy)-e*
dt ~ (Co+(L—Cp) e Tt)?

Vink: Benyt, at der for en differentiabel funktion f hvor f(t) # 0 geelder

’

(/%) - —l%f’(t)

samt at naevneren C, + (L — C,) - e " er en sammensat funktion.

16) Vis forst ved omskrivning, at

Co-L-r-(L=Cy)-e™* Co- L (L—Cy)-e™t
(Cot(L—C) e™2 Gt L—Co) e Co+(L—Cp) et
og derefter
Co-L (L=Cy)-e "t
Tt L —C) e Cot(L—Cy) et
. Co- L (Cot(L—C) e =y
T G+t (L—Cy) et Cot+(L—Cp)-eTt
og dermed
ac() Co-L (1 Co )
dt | Cot (L—Cp) et Cot(L—Cp) et
Cyo- L
. Co-L (1 GHT-C) et
T G+ (L-Cy)-eTt L
17) Da
Co-L
ct) = 9

Co+(L—0Cp)-e Tt
er der dermed vist, af

dc(t) (@)
d—t=r‘“t>'<l‘T>

Hvad kan man sa slutte om funktionen € (¢) i forhold til differentialligningen

YO _ 1 =)
= =Ty A-27

Udtrykket for C(t) i spergsmal (13) kaldes for den logistiske funktion. | spergsmdlene
16 0og 17 viste du, at den netop har vaeksthastigheden v(t) = ry (1 - %) medy = C(t).

Den haemmede vaekst er alts& beskrevet ved den logistiske funktion C(t).
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Numerisk simulering

Lad os tilnaerme vaeksthastigheden i antallet af cancerceller med

dy(®) Ay _y(t+4A)—y(©)

dt At At
dvs. med den brok, der benyttes til at definere differentialkvotienten i graensen At - 0, hvor

y(t) er antallet af cancerceller fil tident, y(t + At) er antallet af cancerceller il tiden t + At,

og Ay er aendringer i antallet af cancerceller over tidrummet mellem t og t + At.

18) Opskriv den logistiske ligning Z—f =ry (1 - %) hvor differentialkvotienten erstattes
med differenskvotienten. Isoler y(t + At) pd venstre side af lighedstegnet, og for-
tolk udtrykket som, at y til tiden ¢t + At er lig med y til tiden t plus sendringen over
tidsrummet At. Hvis At er tilstraekkelig lille, forventer vi, at approksimationen giver
et relativt godt bud pd den sande vaerdi af y til fiden ¢ + At. Dette kaldes en nume-
risk lesning.

19) Seaetr = 5peruge, L = 2,7 millioner, y(0) = 0,01 millioner og At = 0,01 uge, og les
differensligningen numerisk i Excel eller lignende i tidsrummet fra ¢t = 0til t = 10,
dvs. med 1000 tidskridt At = 0,01. Lav en graf, der viser lesningen over tid i dette
fidsrum, dvs. y(t), for t = 0, At, 2At, ..., 1000At.

20) Laven graf, derviserlesningen y(t) over fid, og indszet ogsd data fra SigmoidCur-

veData.xIsx for antallet af mélte cancerceller pd denne figur. Vurder resultatet!

Cancerbehandling (udfordrende opgave)

Antag, at kemoterapi virker ved, af der per tid draebes en bestemt brekdel d af cancercellerne,

efter behandlingen padbegyndes, dvs. der kommer et ekstra led pd vaeksthastigheden v(t), s
i — y
denne bliver v(t) = ry (1 - Z) — dy.

21) Vis, at vaeksthastigheden under kemoterapi kan omskrives til v(t) =

o((5-9-2)

22) Vis, at veeksthastigheden under kemoterapifor d = r ogs@ kan omskrives til

—(1_¢ __y \_ _y —(1-¢ =(1-¢
v(t) = (1-2)ry <1 (1_%)L> =ny(1 Lb), hvorr, = (1-%)rog L, = (1-2)L.
23) Huvisdertil et bestemt tidspunkt er et kendt antal cancerceller y,, hvor stor skal d

da veere for, at canceren reduceres ved kemoterapi fil dette fidspunki?

Facit: v(t) < 0: Sad >r- (1 —yL—b)
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24)

25)

26)

27)

28)

Den veerdi af d, der netop ger at antallet af cancerceller gar fra at vokse til at af-
tage, kaldes feerskelvaerdienfor den givne dosis kemoterapi. Lad d, betegne
denne teerskelveerdi og bemaerk, at d, afhaenger af maengden af cancer y, ved be-
handlingens start, dvs. d, = dy(y,,). Find et udtryk for teerskelvaerdien d, = d,(v,)-
Hvor stor bliver canceren, hvis der behandles med et d = %r? Hvor stor skal d,

veere, for at canceren udryddes helt ved behandlingen?

Facit:
=r.(1-2
dop) =7+ (1-7)
. 1
d=E~r,say,,=E-L

Matematisk kan d aldrig blive sd stor, at canceren udryddes helt. Men i praksis
ma der veere en nedre greense for, at antallet af cancerceller kan detekteres, og
dermed om man er stand til at vurdere, om sygdommen er til stede eller ej. Denne

greense kannds blotd > d,(y,) ellerd >r- (1 —yL—b

Da kemoterapi ogsad virker toksisk pd raske celler og i evrigt har en lang raekke
bivirkninger, der forvaerres ved store doser og laengerevarende behandlingsfor-
leb, skal du som modeller overveje, om du vil anbefale laegerne at starte en kemo-
terapibehandling s tidligt som muligt i forlebet eller senere i forlebet.

Prev om du kan simulere cancerudviklingen for en patient, der er under behand-
ling med kemoterapi (dvs. lese modeldifferentialligningen numerisk) ved hjeelp af
Excel eller lignende for forskellige valg af d og y,, hvor y, er antallet af cancercel-
ler i millioner ved behandlingstidspunktet, (benyt samme fremgangsméde som
for den logistiske vaekst i spergsmal (18-20)). Prev med forskellige valg af d, som
er henholdsvis sterre og mindre end den taerskelvaerdi d, , du fandt i spergsmal
(23) samt for en veerdi af d , der udrydder canceren helf.

Lav en figur, hvor canceren vokser fra dag 0 af, og behandling med kemoterapi
efterfolgende starter ved dag 8. Prev at veelge d, s& canceren kommer ned pé
0,001 million celler efter 8 dages kemoterapibehandling, dvs. ved dag 16. Tallet
0,001 er valgt, da det pt. er den tekniske graense for, om canceren overhovedet
kan detekteres (dvs. males).

Antag, lidt urealistisk, at d momentant bliver 0 ved behandlingsstop, og overvej,
hvad der sker, hvis behandlingen fra spergsmdl (27) stopper den dag, canceren
er nede pd 0,001 million celler. Hvor lang tid vil der derefter gd, inden canceren
igen er oppe pa det niveau, hvor behandlingen fidligere blev pdbegyndt, som var
ved dag 8?

Facit/Grafer 27)-28)

r=1. d =0
|_'| L | ' T T T 1]
0. 5 0. 10
dl =1.89 th =8

b (16,0.001) .
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Du kan laese Mathematics pa Roskilde Universitet

Hvis du synes, at emnet her er spaendende, kan Naturvidenskabelig Bachelor veere noget for dig. P4 Naturvidenskabelig Bachelor kan du fx

leese Mathematics i kombination med Molecular Biology eller Medicinalbiologi. Kandidatuddannelsen Mathematical Bioscience kan mdaske
0gsd have din interesse.

Abent Hus Uddannelse Karriere

A i hE
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